
Алгебра и начала математического анализа, 10-11 классы

Тригонометрические уравнения с 

параметром



Для всех 
значений 

параметра 
решить задачу.

Найти все 
значения 

параметра, для 
которых 

выполняется 
определённое 

условие.

Задания в задачах с параметром



Область значений функций y = sinx и y = cosx.

Область определения функций y = tgx и y = ctgx.

Отбор корней, удовлетворяющих условию.

Определение промежутка так, чтобы выполнялось условие.

Задания в задачах с параметром



Примерное планирование. 10-11 классы

пп Тема Кол-во часов пп Тема Кол-во часов

Глава 3. Формулы тригонометрии (12 ч) Глава 6. Уравнения и неравенства (22 ч)

25 Формулы приведения. 1 27 Равносильность уравнений. 2

26 Формулы синуса и косинуса суммы 

и разности аргументов.

2 28 Решение уравнений с одной 

переменной.

4

27 Формулы тангенса суммы и 

разности аргументов.

1 Контрольная работа № 6 2

28 Формулы двойного аргумента. 2 29 Решение систем уравнений. 4

29 Формулы понижения степени. 1 30 Решение неравенств с одной 

переменной.

4

30 Формулы сложения (вычитания) 

синусов (косинусов).

2 Контрольная работа № 7 2

31* Формулы преобразования 

произведения синусов (косинусов) 

в сумму.

2 31 Уравнения и неравенства с 

параметром.

3

Контрольная работа № 4 1 32 Уравнения, неравенства и 

функции в задачах о среднем 

арифметическом.

2

Повторение 12



Алгебра и начала математического анализа 10-11 классы

Подготовительный этап











Алгебра и начала математического анализа 10-11 классы

Решение уравнений









2 3 1p  Решение.

2 3 1p   или
2 3 1p   

2 4 0p  
2 2 0p  

  2 2 0p p     2 2 0p p  

При 2 2p   Ответ. и 2 2.p 



2 4 4 1a a  

Решение.
2 4 4 1a a   или

  1 3 0a a  

При

3 1a   

Ответ.

2 4 4 1a a   

2 4 3 0a a  
2 4 5 0a a  

При корней нет,3, 1a a   

   21 arcsin 4 4 , .
n

x a a n n Z     при



, получим уравнение

Пример 1.

22cos 2 3 cos 2 0x p x p    

Для всех значений параметра р решите уравнение

Решение. Преобразуем уравнение:  2 22 2cos 1 3 cos 2 0x p x p      или
2 24cos 3 cos 0x p x p   

Обозначим cost x 2 24 3 0.t p t p   

Решая полученное квадратное уравнение, имеем:  
2 2 23 16 7 .D p p p   

При корней нет

При корень единственный

0p 

0p  0.t 

Делаем обратную замену: cos 0.x 

Отсюда: , .
2

x n n Z


  

При корней нет, при0p Ответ. , .
2

x n n Z


  0p 



применим формулу

Найдите все значения параметра р, при которых уравнениеПример 2.

Решение. Сгруппируем первое и третье слагаемые:

Вынесем общий множитель за скобки

Воспользуемся свойством равенства нулю произведения:

sin 5 cos3 sin 0x p x x  

имеет на промежутке 0;
3

 
 
 

 sin 5 sin cos3 0,x x p x  

2sin 2 cos3 cos3 0.x x p x 

 cos3 2sin 2 0.x x p 

cos3 0x  2sin 2 0x p или

3 ,
2

x n n Z


  

 2 1 arcsin ,
2

k p
x k k Z   ,

6 3

n
x n Z

 
  

 1
arcsin ,

2 2 2

k

p k
x k Z


  

не менее трёх корней.

sin 2
2

p
x 



0,
6

n x


 

0 ,
6 3 2

n
n Z

  
   

Отбор корней.

, ,
6 3

n
x n Z

 
  

В первой серии корней сделаем отбор с помощью неравенства:

,
6 3 6

n
n Z

  
   

1 1
,

2 2
n n Z   



и

Отбор корней.

Во второй серии корней сделаем отбор графически: sin 2 .
2

p
x 

Рассмотрим функции: sin 2y x

Найдём количество точек пересечения на заданном промежутке:

.
2

p
y 

3p 



и

Отбор корней.

Во второй серии корней сделаем отбор графически: sin 2 .
2

p
x 

Рассмотрим функции: sin 2y x

Найдём количество точек пересечения на заданном промежутке:

.
2

p
y 

2p 



и

Отбор корней.

Во второй серии корней сделаем отбор графически: sin 2 .
2

p
x 

Рассмотрим функции: sin 2y x

Найдём количество точек пересечения на заданном промежутке:

.
2

p
y 

3p 



применим формулу

Найдите все значения параметра р, при которых уравнениеПример 2.

Решение. Сгруппируем первое и третье слагаемые:

Вынесем общий множитель за скобки

Воспользуемся свойством равенства нулю произведения:

sin 5 cos3 sin 0x p x x  

имеет на промежутке 0;
3

 
 
 

 sin 5 sin cos3 0,x x p x  

2sin 2 cos3 cos3 0.x x p x 

 cos3 2sin 2 0.x x p 

cos3 0x  2sin 2 0x p или

3 ,
2

x n n Z


  

 2 1 arcsin ,
2

k p
x k k Z   ,

6 3

n
x n Z

 
  

 1
arcsin ,

2 2 2

k

p k
x k Z


  

не менее трёх корней.

sin 2
2

p
x 

Ответ. при 3 2.p 



далее

Найдите все значения параметра р, при которых уравнениеПример 3.

Решение. Преобразуем выражение в скобках:

Вынесем общий множитель за скобки

Воспользуемся свойством равенства нулю произведения:

имеет ровно три корня.

или

2 , ,x n n Z

x p

 




  2 2sin3 cos sin 2 0x x x p x  

  2 21
sin 4 sin 2 sin 2 0

2
x x x p x

 
    

 

  2 21
sin 4 sin 2 sin 2 0

2
x x x p x

 
    

 

2 21
sin 2 cos 2 sin 2 0.

2
x x x p x

 
   

 
и

2 21
sin 2 cos 2 0

2
x x p x
 

   
 

2 2

sin 2 0,

0

x

p x




 

2 2 0p x 
2 2

1
cos 2 0,

2

0

x

p x


 


  

или

x p 

, ,
2

n
x n Z

x p


 


 

2 2 , ,
3

x k k Z

x p





   


 

, ,
6

x k k Z

x p





   


 



Отбор корней.

и

Проведём анализ графически:

Рассмотрим функции: sin 2y x cos 2 .y x

sin 2 0x  и
1

cos 2 .
2

x 



и

Анализ решения.

Проведём анализ графически:

Рассмотрим функции: sin 2y x cos 2 .y x

sin 2 0x  и
1

cos 2 .
2

x 



и

Анализ решения.

Проведём анализ графически:

Рассмотрим функции: sin 2y x cos 2 .y x

sin 2 0x  и
1

cos 2 .
2

x 



далее

Найдите все значения параметра р, при которых уравнениеПример 3.

Решение. Преобразуем выражение в скобках:

Вынесем общий множитель за скобки

Воспользуемся свойством равенства нулю произведения:

имеет ровно три корня.

или

2 , ,x n n Z

x p

 




  2 2sin3 cos sin 2 0x x x p x  

  2 21
sin 4 sin 2 sin 2 0

2
x x x p x

 
    

 

  2 21
sin 4 sin 2 sin 2 0

2
x x x p x

 
    

 

2 21
sin 2 cos 2 sin 2 0.

2
x x x p x

 
   

 
и

2 21
sin 2 cos 2 0

2
x x p x
 

   
 

2 2

sin 2 0,

0

x

p x




 

2 2 0p x 
2 2

1
cos 2 0,

2

0

x

p x


 


  

или

x p 

, ,
2

n
x n Z

x p


 


 

2 2 , ,
3

x k k Z

x p





   


 

Ответ. при 0
6

p


   и 0 .
6

p


 

, ,
6

x k k Z

x p





   


 



Алгебра и начала математического анализа 10-11 классы

Частные сложные случаи



sin sina a x x  

Найдите все значения параметра a, при которых уравнениеПример 4.

Решение.

имеет решение.

Возведём в квадрат обе части уравнения

2sin sina a x x  
4 2 2sin sin 2 sina x x a x a   

2sin sina x x a   



sin sina a x x  

Найдите все значения параметра a, при которых уравнениеПример 4.

Решение.

имеет решение.

Возведём в квадрат обе части уравнения

2sin sina a x x  
4 2 2sin sin 2 sina x x a x a   

2sin sina x x a   

Применим способ произвольного выбора параметра

   2 2 42sin 1 sin sin 0a x a x x    



sin sina a x x  

Найдите все значения параметра a, при которых уравнениеПример 4.

Решение.

имеет решение.

Возведём в квадрат обе части уравнения

2sin sina a x x  
4 2 2sin sin 2 sina x x a x a   

2sin sina x x a   

Применим способ произвольного выбора параметра

   2 2 42sin 1 sin sin 0a x a x x    

Решим уравнение, как квадратное относительно а

   
2

2 42sin 1 4 sin sinD x x x    



sin sina a x x  

Найдите все значения параметра a, при которых уравнениеПример 4.

Решение.

имеет решение.

Возведём в квадрат обе части уравнения

2sin sina a x x  
4 2 2sin sin 2 sina x x a x a   

2sin sina x x a   

Применим способ произвольного выбора параметра

   2 2 42sin 1 sin sin 0a x a x x    

Решим уравнение, как квадратное относительно а

   
2

2 42sin 1 4 sin sinD x x x     4 2 44sin 4sin 1 4sin 4sinx x x x    

 
224sin 4sin 1 2sin 1x x x    



sin sina a x x  

Найдите все значения параметра a, при которых уравнениеПример 4.

Решение.

имеет решение.

   2 2 42sin 1 sin sin 0a x a x x    

Решим уравнение, как квадратное относительно а

   
2

2 42sin 1 4 sin sinD x x x     4 2 44sin 4sin 1 4sin 4sinx x x x    

 
224sin 4sin 1 2sin 1x x x    

22sin 1 2sin 1

2

x x
a

  


2

2

sin sin 1,

sin sin .

a x x

a x x

   
 

 



sin sina a x x  

Найдите все значения параметра a, при которых уравнениеПример 4.

Решение.

имеет решение.

   2 2 42sin 1 sin sin 0a x a x x    

Решим уравнение, как квадратное относительно а

   
2

2 42sin 1 4 sin sinD x x x     4 2 44sin 4sin 1 4sin 4sinx x x x    

 
224sin 4sin 1 2sin 1x x x    

22sin 1 2sin 1

2

x x
a

  


2

2

sin sin 1,

sin sin .

a x x

a x x

   
 

 

Решим каждое уравнение с параметром а относительно x

2sin sin 1 0x x a   
2sin sin 0x x a  

2

0 sin 1,

sin 0

x

x a

 


 

При условии



sin sina a x x  

Найдите все значения параметра a, при которых уравнениеПример 4.

Решение.

имеет решение.

Решим каждое уравнение с параметром а относительно x

2sin sin 1 0x x a    2sin sin 0x x a  

2

0 sin 1,

sin 0

x

x a

 


 

При условии

Уравнение корней не имеет

Рассмотрим функцию

   2 , 0;1f t t t a t   

 

1
0,

2

1 0

f

f

  
 

 
 

Необходимое и достаточное условие

существования корней на заданном

промежутке

Ответ. при
1

0.
4

a  



Алгебра 7-9 классы. Алгебра и начала математического анализа 10-11 классы

УМК «Лаборатория А.Г. Мордковича»



профессор факультета математики НИУ ВШЭ, доктор физико-математических наук, 

профессор, член Федеральной предметной группы по разработке КИМ для ЕГЭ по математике 

(2001-2007 гг), разработчик заданий с развернутым ответом, автор более 20 учебно-

методических пособий по подготовке учащихся к ЕГЭ и подготовке экспертов к проверке 

работ учащихся;

имеет награды: Почётный работник высшего профессионального образования РФ; Почётная 

грамота Министерства образования РФ. 

учитель математики, методист ГБОУ Школы 1317 г. Москва, учитель высшей категории, член 

предметной комиссии по проверке выполнения заданий с развернутым ответом экзаменационных 

работ ЕГЭ по математике;

имеет награды: Отличник народного просвещения РФ.

заведующая лабораторией математики ГК «Просвещение», кандидат педагогических наук, доцент, 

председатель предметной комиссии ЕГЭ по математике Московской области (2006-2007 гг); член-

корреспондент Международной академии научного педагогического образования (МАНПО);

имеет награды: Грант Москвы в сфере образования; Почётная грамота Министерства образования 

Московской области.

профессор МГПУ, доктор педагогических наук, кандидат физико-математических наук,

научный руководитель Международного семинара преподавателей математики педвузов

(1987 г-н.в.);

имеет награды: Премия Президента РФ в области образования, заслуженный деятель науки

РФ, Отличник народного образования, Медаль К.Д.Ушинского, Почётная грамота

Министерство Просвещения РФ.



 Учебники

 ЭФУ

 Примерные рабочие программы

 Методические пособия для учителя

 Рабочие тетради

 Контрольные работы

 Самостоятельные и проверочные работы

 Алгебраические практикумы

Алгебра, 7-9 классы

Алгебра и начала математического анализа, 

10-11 классы Включены в Федеральный перечень



Учебник и задачник соединены в одну книгу.

Порядок тем соответствует ПООП, отражает психологические 
особенности обучающихся.

Выстроена вероятностно-стохастическая линия в тесной взаимосвязи с 
основным содержанием.

Каждая глава содержит разделы «Повторение», «Итак, в Главе…», 
«Вопросы», «Дополнительные задачи», «Из истории математики».

Трёхуровневая система заданий отражает требования ФГОС ОО, 
итоговой аттестации. Добавлены задачи практического содержания, 
высокого уровня сложности, обеспечивается подготовка к ОГЭ, ЕГЭ.

Включён материал, рекомендованный к изучению с использованием IT-
средств.

Отличительные особенности 

УМК «Лаборатория А.Г. Мордковича»

Курс построен на основе приоритетности функционально-графической 
линии, математическое моделирование является идейным стержнем.



Методическая поддержка через сайт издательства http://www.lbz.ru



Авторский сайт https://elenamard.jimdo.com



Спасибо за внимание!
Удачи в делах!

Адрес обратной связи:

kaf.matematika@gmail.com

Авторский сайт:

https://elenamard.jimdo.com/

Сайт издательства:

http://lbz.ru/

Мы готовы с диалогу!


